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DEFINIZIONE DI
INTEGRALE DEFINITO



Bl |l problema delle aree

L’introduzione del calcolo degli integrali definiti nasce dalla necessita di deter-
minare le aree di figure piane aventi contorno curvilineo. Mentre per i poligoni il
calcolo dell’area si riconduce a quella di un quadrato, per le figure il cui contorno
¢ una curva qualsiasi il problema ¢ pitt complesso.

L’esempio piu semplice ¢ il cerchio, la cui area ¢ stata determinata da Archimede
di Siracusa (287-212 a.C.) mediante il metodo di esaustione. Se si considerano due
successioni di poligoni regolari di » lati inscritti e circoscritti al cerchio, si puo
dimostrare che I'area del cerchio coincide con il limite comune delle due succes-
sioni costituite rispettivamente dalle aree dei poligoni regolari inscritti e circo-
scritti al cerchio.




SI chiama area del cerchio il limite comune a cui
tendono le due successioni {s,} €4S, delle aree dei
poligoni regolari inscritti € circoscritti al cerchio, quando
si faccia tendere all'infinito Il numero n dei loro lati:

. . . 9)
Area cerchio=lims, =1limS, =mxr

n—0o0 n—0o0




Con un ragionamento analogo vedremo che ¢ possibile determinare 'area di un
particolare tipo di superficie a contorno curvilineo, che chiamiamo trapezoide.
Questo procedimento ha portato al concetto pit generale e astratto di integrale
definito che si presta a determinare aree e volumi e a risolvere anche problemi di
natura diversa.




[ Definizione integrale definito

Dati una funzione y = f(x) e un intervallo chiuso e limitato [a; b] nel quale la
funzione ¢ continua e positiva (o nulla), si chiama trapezoide la figura piana deli-
mitata dall’asse x, dalle rette x = a e x = b e dal grafico di f (x) (figura 2). Il tra-
pezoide viene chiamato cosi perché somiglia a un trapezio con le basi parallele

all’asse y.

Poiché la funzione &
A continua, il teorema di
y Weierstrass garantisce che
negli intervalli considerati
esistono il minimo e il
massimo assoluto.




L’area S di un trapezoide non puo essere calcolata in modo elementare, tuttavia
possiamo approssimarla utilizzando il seguente procedimento:

o dividiamo l'intervallo [a; b] in n parti uguali di ampiezza h = Ta (per esem-
pio, nella figura 3 abbiamo considerato n = 6);

o consideriamo gli n rettangoli aventi ciascuno per base un segmento di suddivi-
sione e per altezza il segmento associato al minimo m; che la funzione assume
in tale intervallo;

 indichiamo con s, la somma delle aree di tutti questi »n rettangoli:

n
s,=mh+mh+...+mh= Zm,-h
i=1

L'area del trapezoide
viene cosl approssimata
per difetto das,..




In maniera analoga, possiamo approssimare per eccesso I'area del trapezoide tra-
mite la somma delle aree dei rettangoli associati a una scomposizione dellinter-
vallo [a; b] in n parti uguali e aventi per altezza il segmento associato al massimo
M; della funzione nel corrispondente intervallo. Indichiamo la somma con §,;:

S, = Mh+Mh+ ...+ Mh= > Mh

i=1

s, € S, vengono chiamate rispettiva-
mente somma integrale inferiore e
somma integrale superiore. L’area
S del trapezoide risulta compresa fra
'area per difetto e quella per eccesso,
0ssia possiamo scrivere:

g =.5= 5,
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» Figura 3 L’area del trapezoide ABCD e
compresa tra il plurirettangolo inscritto s, e il
plurirettangolo circoscritto Sg.



L’approssimazione delle due aree s, e S, risulta migliore man mano che si scelgono
piu piccoli gli intervalli di suddivisione di [a; b].
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a. Per n=4I'intervallo e suddiviso in
4 parti. La somma delle aree dei

4 rettangoli approssima, per difetto,
I’area del trapezoide.
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b. Se n =8, la somma delle aree degli
8 rettangoli approssima meglio della
precedente, per difetto, |'area del
trapezoide.




Pern =1,2,3,...ivaloridis, e S, formano le due successioni:
Sl) 52) 53, “oey Sn, eoe

Sl, Sz, 83,..., Srp

Si puo dimostrare, utilizzando l'ipotesi della continuita della funzione f(x) in [a; b],
che tali successioni convergono allo stesso limite ossia che:

lim s, = lim §,
H—

n—+oo >+ 00

Il limite delle due successioni si chiama integrale definito e viene indicato con il
simbolo

[ ey dx

che si legge «integrale da a a b di f(x) in dx».




Tale limite fornisce la misura dell’area S
del tfrapezoide relativo alla funzione (x|
e nell’intervallo [a;b].

A
y
o 3 b X
b:
[0 dx =S =1lim s =lim S,
a n—+0o0 n—+0




Il procedimento seguito per una funzione f(x) positiva nell'intervallo [a; b] puo
essere ripetuto anche per una funzione che cambia segno in [a; b] e si dimostra il

teorema seguente.

Bl TEOREMA
Se una funzione f(x) € continua in [a; b] le successioni s, e S, per n —+ oo
sono convergenti e ammettono lo stesso limite:

hm S, = hm S,

n—+oo n—-+oo

Bl DEFINIZIONE
Integrale definito
Data una funzione f(x) continua in [a; b], si chiama integrale definito
esteso all’intervallo [a; b] il valore comune del limite per n —+ oo delle
due successioni s, per difetto, e S, per eccesso. Tale valore viene indicato

con la scrittura:

fab f(x)dx.

a e b sono gli estremi di integrazione: a ¢ detto estremo inferiore, b estremo
superiore. La funzione f(x) ¢ detta funzione integranda.



e Se f(x) > 0 in [a; b], allora f : f(x)dx > 0 e il valore dell'integrale definito rap-

a

presenta I'area del trapezoide (figura a).
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S(T) = | f(x)dx
a
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e Se f(x) < 0in [a; b], allora fb f(x)dx < 0. Per determinare I'area compresa tra il

grafico di f(x) e 'asse x (figura b) occorre calcolare il valore assoluto di f flx)dx.

yA
a b
i r
O X
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b
S(T) = f(x)dx
a
. .




b
o Se f(x) cambia segno in [a; b], allora f f(x) puo essere positivo, negativo o nullo.

Per calcolare I'area compresa tra il grafico di f(x) e 'asse x occorre suddividere
intervallo [a; b] in sottointervalli in ognuno dei quali la funzione ha lo stesso
segno (figura c). Riprenderemo I’'argomento a pagina 2013.

yA




d Definizione generale di integrale definito

Nella definizione di integrale definito non ¢ necessario, come abbiamo ipotizzato
finora, considerare dei sottointervalli di [a; b] tutti della stessa ampiezza e neppure
prendere per f(x) i valori minimi e massimi negli intervalli.

« Figura 6 Dividiamo
I'intervallo [a; b] in n parti

di ampiezza qualsiasi e sce-
gliamo in ciascuna di esse un
punto qualsiasi.




a. Consideriamo il valore della funzione per ognuno

dei punti ¢; scelti.
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b. Per ciascun intervallo [x;_4; x;] consideriamo
il rettangolo di altezza f(c;).

Y




Scriviamo poi la somma S data da:
S =fla)) - Ax; + fley) - Ax, + fles) - Axs + ... + flc,) - Ax,

Frale ampiezze degli intervalli indichiamo quella massima con Ax,,,: se Ax oy — 0,
anche tutte le altre ampiezze tendono a 0.

Si pud dimostrare che se Ax,,, tende a 0, tutte le somme S, ottenute scegliendo
in qualsiasi modo la suddivisione dell’intervallo e i punti all'interno dei diversi

intervalli, tendono a uno stesso valore S.

Diamo allora la seguente definizione.

Bl DEFINIZIONE
Integrale definito

Data una funzione f(x), continua in [a; b], si chiama integrale definito este-
so all'intervallo [a; b] il valore del limite per Ax,,,, che tende a 0 della som-
ma S:

[fdx=lim .

max_’o



Per convenzione si pone:
BN DEFINIZIONE

"f(x) dx = 0;

P
Ya

o [ fx)dx =— ["fdx sea>b

Se per una funzione esiste I'integrale definito in un intervallo [a; b], si dice che la
funzione ¢ integrabile in [a; b].

Tutte le funzioni conti-
nue sono integrabili.




Bl Le proprieta dell’integrale definito

HE PROPRIETA
Additivita dell’integrale rispetto all’'intervallo di integrazione

Se f(x) e continua in un intervallo e a, b, ¢ sono punti qualunque di tale
intervallo, si ha:

facf(x)dx = fabf(x)dx+fbcf(x)dx.

yA

/\_/ Interpretazione

f f(x)dx = .
geometrica nel caso
chef(x) >0ea<bxc




Bl PROPRIETA
Integrale della somma di funzioni

Se f(x) e g(x) sono funzioni continue in [a; b], allora ¢ continua anche la
loro somma f(x) + g(x), e risulta:

fab[f(x) +g()]dx = [ f)dx+ [ glx)dx.

EE PROPRIETA
Integrale del prodotto di una costante per una funzione

Se f(x) € una funzione continua in [a; b], allora e continua anche la funzione
k- f(x), con k € R, e risulta:

[k fde = k- [ flx)dx.



El PROPRIETA
Confronto tra gli integrali di due funzioni
Se f(x) e g(x) sono due funzioni continue e tali che f(x) < g(x) in ogni pun-
to dell’intervallo [a; b], allora l'integrale da a a b di f(x) ¢ minore o uguale
all'integrale di g(x):

[ ’ fx) dx < ["gx)dx.

EE PROPRIETA
Integrale del valore assoluto di una funzione

Se f(x) € una funzione continua nell’intervallo [a; b], allora il valore assolu-
to dell'integrale da a a b della f(x) ¢ minore o uguale all'integrale del valore
assoluto della f(x):

< 7] fdx.

‘ Lb f(x)dx



BN PROPRIETA
Integrale di una funzione costante

Se una funzione f(x) € costante nell'intervallo [a; b], cioe f(x) = k, allora I'in-
tegrale da a a b della f(x) € uguale al prodotto di k per (b — a):

fbkdx =)

La proprieta dell'integrale di una funzione costante ¢ valida per qualunque valore
di k. Se k > 0, il trapezoide € un rettangolo di base b — a e altezza k.

A Figura8 Se k > 0, l'inte-

b
kdx rappresenta

a

grale

I’area del rettangolo, che e
k(b — a).




B |l teorema della media

Bl TEOREMA
Teorema della media

Se f(x) € una funzione continua in
un intervallo [a; b], esiste almeno
un punto z dell’intervallo tale che:

[ fxdx = 0 - a)-f(a),

con z € [a; b].

-
v

a Z b X

Geometricamente, se la
funzione € positiva in [a; b],
il teorema della media

esprime |'equivalenza fra un
trapezoide, la cui area

b
misura f f(x)dx, eun

rettangolo, aventi uguale
base b — a. L'altezza

del rettangolo ¢ data
dal valore di fin un partico-
lare punto z dell’'intervallo

[a; b]:

fbf(x)dx
flo) =" ———.

a




Bl DIMOSTRAZIONE
Poiché la funzione f(x) ¢ continua nell'intervallo [a; b], allora per il teorema
di Weierstrass la funzione assume in [a; b] il suo valore massimo M e il suo
valore minimo m. Quindi, per ogni x appartenente ad [a; b], deve valere la
disuguaglianza:

m = f(x) < M.

Per le proprieta degli integrali, vale anche la disuguaglianza:
b b b
['madx< [ fydx < [ Mdx.

Applicando la proprieta dell'integrale di una funzione costante, possiamo

scrivere: by
b L |
m(b—a) < [ fx)dx < M(b— a). |
a L’area del trapezoide & com-
. presa tra I'area del rettan-
P romecones j golo minimo e l'area del
rettangolo massimo di base
_||b—a.
o a b X




Dividiamo tutti i membri della disuguaglianza per (b — a):

fabf(x)dx
b—a

Per il teorema dei valori intermedi, la funzione deve assumere almeno una
volta tutti i valori compresi fra il suo massimo e il suo minimo, quindi deve
esistere un punto z appartenente ad [a; b] tale che:

f f(x)dx

—a

< M.

m=<

flz) =

Pertanto esiste almeno un punto z appartenente ad [a; b] tale che:

fabf(x) dx = f(2) (b — a).



TEOREMA FONDAMENTALE
DEL CALCOLO INTEGRALE



Bl La funzione integrale

Il calcolo dell’integrale definito risulta molto laborioso se applichiamo la defini-
zione.

In questo paragrafo faremo vedere che ¢ possibile calcolare rapidamente I'integra-
le definito di una funzione utilizzando gli integrali indefiniti.

Sia funa funzione continua nellintervallo [a; b]. Consideriamo un punto qualsia-

si x di [a; b].

Definiamo funzione integrale di fin [a; b] la funzione

F( = [fioat

che associa a ogni x € [a; b] il numero reale fx f(t)dt, dove la variabile indi-

pendente x coincide con I'estremo superiore di integrazione. Per non creare con-

fusione fra variabili, la funzione integranda viene indicata con f(¢), dove ¢

diventa la variabile di integrazione.



F(x)

F() = [ f(t) dt

Se la funzione f(f) ¢ positiva in [a; b], la
funzione integrale F(x) rappresenta I’area del
trapezoide ABCD (figura 9). Tale area dipen-
de dal valore di x, variabile nell'intervallo
[a; b]. Dalla definizione di F(x) otteniamo le
seguenti relazioni:

F(a) = ["ftydt =0, F(b) =fabf(t)dt.



Bl |l teorema fondamentale del calcolo integrale

Hl TEOREMA
Teorema fondamentale del calcolo integrale

Se una funzione f(x) ¢ continua in
[a; b], allora esiste la derivata della y] y = 1)
sua funzione integrale '

F(x) = fo(t) dt

per ogni punto x dell’intervallo
[a; b] ed € uguale a f(x), cioe:

F(x)

F'(x) = f(x), 0l 5 X b X
ovvero F(x) € una primitiva di F(x):f: f(t) dt
Tix). F'(x) = (x)




Bl DIMOSTRAZIONE
Dimostriamo che esiste la derivata di F(x) e calcoliamo tale derivata applican-
do la definizione.
Incrementiamo la variabile x di un valore h #0 tale che a < x+h <b e
calcoliamo la differenza F(x + h) — F(x) utilizzando I'espressione della fun-
zione integrale (figura ):

x+h X
Fx+h) —F) = [ fde— [ fo)dr.

Applichiamo la proprieta di additivita dell'integrale:
+h

Fee+ )= FG) = [“fode+ [ foyde— [“fwyae= [ foyar.

A

y| Fixth) = [“"f(t)dt y|  Fx) = [“ft)dt v} Fx+h) - F)

ol a x xth X | [grS x xnx| ol X xih'X




Applichiamo la proprieta di additivita dell'integrale:
X x+h ¥ x+h
F(x+h) — F(x) = f f(t)dt+fx f(t)dt—fa F(t)dt =fx F(t)dt.

Per il teorema della media, il valore dell'integrale ¢ uguale al prodotto dell’'am-
piezza h dell'intervallo di integrazione per il valore f(z), dove z € un particola-
re punto dell’intervallo [x; x + h], nel caso in cui sia h > 0, oppure dell'inter-
vallo [x + h; x], se h < 0; pertanto possiamo scrivere:

F(x + h) — F(x) = h- f(2).
Dividiamo i due membri per h:

F(x + h}g —F@) _




Analizziamo il comportamento di f(z) al tendere a 0 di h. Sia h > 0; poiché z
¢ compreso fra x e x + h (figura b), se h tende a 0 (da destra), allora z tende a
x (da destra) e hlir{)1+ f(2) = lim f(z) = f(x) perché f e continua per ipotesi.

Con ragionamento analogo, se h < 0, si deduce che hlin(}_ flz)=lim f(z)=f(x).
Dunque: - o

lim f(z) = lim f(2) = f(x).

Possiamo pertanto concludere che esiste anche il limite, per h tendente a 0,
dell’espressione al primo membro, cioé del rapporto incrementale della F nel
punto x, e:

}E}% F(x + h}z — F(x) _ },if%f(z) = ).

La funzione F ¢ quindi, per definizione, derivabile e risulta:

F'(x) = f(x).

Z— X
/"\Z
).( }

X+ h

'\h_o/

b




Per il teorema ora dimostrato, una funzione f continua in [a; b] ammette come
primitiva fondamentale la funzione integrale F(x), con x variabile nell'intervallo
[a; b]. Pertanto, I'integrale indefinito di f, inteso come la totalita delle sue primiti-
ve, sl esprime come:

[ foxydx = fa"f(t)dt+ c,

dove ¢ ¢ una qualunque costante reale.

La funzione integrale
F(x), essendo derivabile, &
continua.

La derivata di F(x) coin-
cide con il valore che la fun-
zione integranda f(¢)
assume nell’estremo varia-
bile x di integrazione, ossia

D f “f(Hdt = f(x).




Bl |l calcolo dell’integrale definito

Dal teorema fondamentale del calcolo integrale possiamo ottenere la formula del
calcolo dell'integrale definito.

Sia ¢ (x) una primitiva qualsiasi di f(x).

Dal teorema fondamentale del calcolo integrale sappiamo che la funzione inte-
grale F(x) ¢ una particolare primitiva della funzione f. Pertanto ¢ (x) risulta della
forma:

0(x) = F(x)+c = ["fidt+c,

dove ¢ &€ una costante reale arbitraria.

o Calcoliamo ¢ (a) (sostituiamo all’estremo di integrazione x il valore a):
¢(a) = J; fOdt+ec=0+ec=g. Per definizione:

faaf(x)dx = 0.




o Calcoliamo ¢ (b) (sostituiamo all’estremo di integrazione x il valore b):

b
@(b) = | f(t)dt+ c.Poiché ¢(a) = c, otteniamo:

rb

¢ (b) = | f(H)dt+ ¢(a).

a

Portiamo al primo membro ¢ (a),

b
o (b) —o(a) = | fndt,

e scriviamo l'uguaglianza da destra a sinistra:
b
[ fndt = o) - ¢ ().

Poiché non ci sono pitt ambiguita di variabili, possiamo riutilizzare la variabile x

e scrivere:
Questa formula ¢ detta

b
f f(x) dx = ¢ (b) — @ (a) anche formula di Leibniz-
a Newton.
L’integrale definito di una funzione continua f(x) ¢ uguale alla differenza
tra i valori assunti da una qualunque primitiva ¢ (x) di f(x) rispettivamente
nell’estremo superiore di integrazione e nell’estremo inferiore.



Poiché non ci sono pitt ambiguita di variabili, possiamo riutilizzare la variabile x
e scrivere:

Formula di Leibnitz-Newton

["fx)dx = o (b) - 0 (@)

L’integrale definito di una funzione continua f(x) ¢ uguale alla differenza
tra i valori assunti da una qualunque primitiva ¢ (x) di f(x) rispettivamente
nell’estremo superiore di integrazione e nell’estremo inferiore.

Di solito nella totalita
delle primitive si sceglie
quella corrispondente al
valore di c = 0.

La formula trovata permette di ricondurre il calcolo di un integrale definito a

quello di un integrale indefinito. Si supera in tal modo la difficolta del calcolo del
limite della successione s, che, in generale, non ¢ facile da determinare.



Bl ESEMPIO
3
Calcoliamo J; 2x dx.

Utilizziamo l'integrale indefinito per determinare le primitive di 2x:
fo dx = x*> + c.

Scegliamo la primitiva con ¢ = 0, ossia x*:
f232x dx = [x?b.

Sostituiamo a x prima il valore 3 e poi il valore 2, ottenendo:
[x’b=3*-22=9-4=5.

Verifica che il risultato
non cambia se scegliamo
come primitiva, per
esempio, x>+ 3.




CALCOLO AREE
SUPERFICIE PIANE



Bl Area compresa tra una curva e l‘asse x
Abbiamo visto che:

e Se f(x) > 0 in [a; b], allora fbf(x) de >0

e Se f(x) < 0in [a; b], allora fbf(x) dx =<0




Se f(x) cambia segno nell'intervallo [a; b],
per determinare I'area compresa tra il suo
grafico e l'asse x occorre suddividere l'in-
tervallo [a; b] in sottointervalli tali che in

ciascuno di essi la funzione mantenga lo
stesso segno. Si calcolano poi gli integrali
nei diversi intervalli e si sommano algebri-
camente i risultati.

& fa‘ f(x) dx — jcbf(x) dx




Bl ESEMPIO

Calcoliamo l'area della superficie compresa tra il grafico della funzione y = x°
e 'asse x nell’'intervallo [— 1; 1].

Si ha:
0 1
S=— x3dx+fx3dx=
=1 0
s - X
4 |- 4 Jo

Per calcolare 'area &
sempre opportuno tracciare
il grafico della funzione.




Bl Area compresa tra due curve

Consideriamo due funzioni f(x) e g(x) continue, entrambe positive e con
f(x) = g(x) nell’intervallo [a; b]. L’area S della superficie racchiusa dai loro gra-
fici nell’intervallo [a; b] si puo ottenere facendo la differenza tra I’area del tra-

pezoide individuato da f(x) e l'area del
trapezoide individuato da g(x), cioe:

s = [ feodx - [ g(dx.

Applicando la proprieta dell’integrale
definito della somma di funzioni si ha:

s = [ - g@)]dx.

yl

f(x)




Bl ESEMPIO
Calcoliamo l'area della superficie racchiusa dalle due parabole di equazioni
y=x*—4x+4ey=—4x*+16x — 11 (figura 13).

Le due parabole si intersecano nei "

punti A(1; 1) e B(3; 1). Y

L’area S cercata ¢ quindi data dalla \ y=x-4x+4
4-

differenza fra I'area del trapezoide
A’AV’'BB’ e l'area del trapezoide
AA’B’B (figura a sinistra).

-
r

EIRE X
iy:—4x2+16x—11
» Figura 13




S = Area(A’AV'BB’) — Area(AA'B'B) =

3 ;
= fl (—4x* + 16x — ll)dx—fl(x2—4x+4)dx

3
S=[(—4x*+16x— 11— x>+ 4x— 4)dx =
1

—5x° | 20x> B
3 + 5 15x1—

3
= f (— 5x%+ 20x — 15)dx =
1

=—45+90 - 45+ 3 —10+15 =21



La formula resta valida anche se una o entrambe le funzioni sono negative. Infatti
se la superficie non si trova tutta al di sopra dell’asse x, si puo effettuare una tra-
slazione in modo che essa sia tutta al di sopra dell’asse x.

A A =f(x) + h .-

b L .1 y:g(X)+hl "
0 a b X

y =9 5= [PI0) + h) - () + )]

Allora:

b b
s = [1(f0 +h) = (g + Wdx = [ 1) - g()]dx.



Quindi in generale vale la seguente regola.

Bl REGOLA
Area della superficie delimitata da due funzioni
Siano f(x) e g(x) due funzioni continue definite nello stesso intervallo
la; b], con f(x) = g(x), per ogni x in [a; b], i cui grafici racchiudano una

superficie; allora 'area S della superficie ¢ data da: § = Lb[ flx)—g(x)]dx.

A

y y = f(x)

y = 9g(x)
S = [°[f(x) - g(x)] dx




Bl Area del segmento parabolico

Bl TEOREMA
Teorema di Archimede .

L’area del segmento parabolico ¢ uguale ai 3 dell’area del rettangolo a esso
circoscritto.

yA

S S=—A

AA'B'B
3 ( )




Consideriamo per esempio la parabola di equazione y = ax*, con a > 0. Il seg-
mento parabolico ¢ la zona colorata S della figura a lato.

Seipunti A e A" hanno rispettivamente ascisse —k e k, allora i punti B e B" hanno
ordinate ak® e il rettangolo AA'B'B ha area 2k - (ak*) = 2ak’. Poiché la retta BB’
ha equazione y = ak?, area del segmento parabolico S si calcola con I'integrale:

akzx—ax—3]k =
3 ¥k

fkk(ak2 —ax?)dx =

3 : 3
= ak’®— ak? - (— ak® + ak?) = %ak3 = % (2ak?).

Dunque l'area del segmento parabolico ¢ % dell’area del rettangolo AA'B'B.

yA




CALCOLO VOLUMI



B | volumi dei solidi di rotazione

Consideriamo la funzione y = f(x), continua nell’intervallo [a; b] e non negativa,
e il trapezoide esteso all'intervallo [a; b]. Se facciamo ruotare il trapezoide attorno
all’asse x di un giro completo (ossia di 360°), otteniamo un solido di rotazione.

A A A
y y y
y=f) c y=f(x) ¢ y=fx) C
D
o A B X o) X
E dato il trapezoide ABCD. b. Ruotiamo il trapezoide attorno ¢. Abbiamo ottenuto il solido

all’asse x (il lato AB rimane fisso). generato dalla rotazione di 360°
del trapezoide attorno all’asse x.



Calcoliamo il volume di tale solido.

Dividiamo l'intervallo [a; b] in n parti uguali, ognuna di lunghezza h =

In ogni intervallo consideriamo il minimo m; e il massimo M; di f(x) e disegnia-
mo i rettangoli inscritti e circoscritti al trapezoide di altezze m; e M;.

Nella rotazione completa intorno all’asse delle x ogni rettangolo descrive un cilin-
dro circolare retto di altezza h e raggio di base m; o M; (figura 16).

A A
y y

a. Ogni cilindro per difetto ha per base | b. Ogni cilindro per eccesso ha per base
un cerchio di raggio m, e per altezza h. | un cerchio di raggio M. e per altezza h.



La somma dei volumi degli n cilindri con base il cerchio di raggio m; approssi-
ma per difetto il volume del solido di rotazione iniziale, e la somma dei volumi
degli n cilindri con base il cerchio di raggio M; approssima per eccesso il volu-
me dello stesso solido.

Poiché la formula del volume del cilindro circolare di raggio r e altezza h & tr?h, il
volume v, dei cilindri approssimanti il solido per difetto e il volume V,, dei cilindri
approssimanti per eccesso sono:

v, = Tmih + tmsh + tmih + ... + Tm2h;

V, = ntMih + TtM3h + TtM3h + ... + TM2h.

Si puo dimostrare che, quando n — + oo, le due successioni tendono allo stesso
limite e tale limite ¢ uguale al prodotto di w per 'integrale definito da a a b del
quadrato di f(x), ossia:

b
lim v, = lim V, = TE'L félx)dx.

n—-+oc



Bl DEFINIZIONE
Volume di un solido di rotazione
Dato il trapezoide esteso all'intervallo [a; b], delimitato dal grafico della
funzione y = f(x) (positiva o nulla), dall'asse x e dalle rette x = aex = b, si
chiama volume del solido che si ottiene ruotando il trapezoide intorno all’asse
x di un giro completo il numero espresso dal seguente integrale:

v=m [ f2(x)dx.



Bl ESEMPIO
1. Calcoliamo il volume V del solido ottenuto dalla rotazione completa attor-

no all’asse x della regione di piano delimitata dal grafico della funzione

y = e*, con x appartenente all'intervallo [—1; 1].

_ 1 55 _ 12x _ .[er'l B .<ez_e—2>
V—ch_l(e)dx—rcf_le ax= T 5, =™ .




Volume del cono

Consideriamo il cono ottenuto dalla rotazione del triangolo OAB attorno

a OA. Se r ¢ il raggio della base e h ¢ I'altezza del cono, allora i punti A e B
hanno coordinate A(h;0) e B(h; r).

Il triangolo OAB ¢ il trapezoide delimitato dal grafico della retta OB che ha

equazione y = % -x. Allora, applicando la definizione, il volume del cono
¢ dato da:

h

3

% 1

——| = —=—nr*h.

_ e N . 1% Py . PP
V—n-_{)(?-x) dx—n'—-fox dx= - 3= 3

h* h?

y




Volume della sfera

L’equazione della semicirconferenza segnata in rosso nella figura a lato ¢

y=vr—a2,

Quindi, il volume della sfera é:

Ver [[(VP=sx=n [ (- Ddx=n-

3 [
rix — —‘ =
3 J=¢

=T vr3—i+r3—ﬁ =i7tr3,
< 3 3) 3




B | volumi dei solidi

Dato il solido T della figura, consideriamo
due piani paralleli @ e B che delimitano T, S(x)
perpendicolari all’asse x e che lo interse-
canoinaeb.

Dividiamo l'intervallo [a; b] in n parti

uguali di lunghezza Ax = e per o R
ognuno dei punti di suddivisione condu- P ) —
ciamo un piano parallelo ad a e a f. / a / X

. s . . . AX
Ogni piano, intersecando il solido, deter-

mina una sezione di area generica.
Con un procedimento simile a quello seguito per i solidi di rotazione possiamo
dimostrare che il volume V del solido si ottiene con l'integrale:

b Per poter utilizzare
V= f S(x)dx. questa formula nel calcolo
¢ di V, deve essere nota la
funzione S(x) che esprime
Iarea della generica sezione
del solido al variare di x.




Bl ESEMPIO
Volume della piramide y A
Calcoliamo il volume della piramide
retta di altezza h e area di base B.
Detta S(x) 'area di una generica sezio-
ne a distanza x dal vertice O e paralle-
la alla base, vale la proporzione:

S(x):x*=B:h* - S(x) =%x2.

Sostituiamo nella formula del volu-
me:

" Bh

o 3

x
3

h B B
szoﬁxzdx= 37

Ritroviamo la formula gia nota del volume della piramide.



CALCOLO LUNGHEZZA
ARCO DI CURVA



Bl La lunghezza di un arco di curva

Consideriamo una funzione
f(x) derivabile con derivata
continua nell'intervallo [a;b]:

| | | |
Ol xg=a Xy X, X X,=b X

Consideriamo I'arco AB della curva e la poligonale che ha per vertici i punti P,
P, Py, ..., P,, con Py coincidente con A e P, coincidente con B. La lunghezza [,

della poligonale inscritta nella curva puo essere calcolata sommando le distanze
fraipunti Py, Py, P, ..., P

ln —_ P()Pl +P1P2 e e BB Pn—an'
Poiché i punti Py, P, ..., P, hanno coordinate

PO (xO; f(xO))> Pl (xl; f(xl))> veed Pn (xn; f(xn));



allora per ogni i = 1, 2, 3, ..., n lalunghezza del segmento P,_,P; risulta:

Applichiamo la formula

P_ P = \/(xi — Xi— 1)2 * [f(xi) - f (xi-1)] = della distanza fra due punti.

Essendo la funzione derivabile in [a; b], applichiamo il teorema di Lagrange in
ogni intervallo [x;_; x;] peri =1,2,...,n

Il teorema di Lagrange
’ x.) — f(x. afferma che, se f(x) & conti-
J¢; € |x;_y; x| tale che f'(c;) = J) = flxi- 1) nua in [a; b] e derivabile in
. ol la; b, esiste almeno un punto
cloe interno c di [a; b] tale che

fG) = flxi—1) = f(c) (x; — xi-0). (0= f(b) f(a)_

Allora la lunghezza del segmento P,_ P, risulta:

PP = Vo= %)+ [l — xi-)” =

= (x; — xi—l)\/l £ [f’(ci)]2~



Se indichiamo con Ax; I'espressione x; — x;_ 1, la lunghezza della poligonale é:

I, = Ax;\/1 + [f (c)]* + Ax, 1+ [f(ca)]? + ... + Ax, V1 + [f () 1%

Essa dipende dal numero » di suddivisioni e dai punti scelti per la suddivisione.
Tanto minore ¢ I'ampiezza degli intervalli [x;_;; x;], tanto meglio la poligonale
approssima la curva.

Essendo per ipotesi f'(x) continua, quando la massima ampiezza degli intervalli
Ax . tende a zero, tutte le lunghezze 1, ottenute scegliendo in qualsiasi modo
la suddivisione dell'intervallo [a; b], tendono all’integrale definito della funzione
V1 + [f'(x)]?* esteso all’intervallo [a; b]:

I= lim L = f b\/l + [f'(x)]? dx Infatti e verificata la defi-

Axmax— 0 nizione generale di integrale
definito per la funzione

V1 + [f(x)]2.




El DEFINIZIONE
Lunghezza di una curva
Data la funzione y = f(x) derivabile con derivata continua nellintervallo
[a; b], si chiama lunghezza della curva che rappresenta il grafico della fun-
zione, limitata dalle rette di equazioni x = a e x = b, il numero espresso dal
seguente integrale:

1= ["Vi+ [FI? dx.

Bl ESEMPIO
Calcoliamo la lunghezza della circonferenza di raggio r.
Poiché la semicirconferenza i cui punti hanno ordinata positiva ha equazione
y = Vr* — x*, con x appartenente all’intervallo [—r; 7], la sua derivata é:

yl

N




Allora, applicando la formula della lunghezza di una curva, otteniamo:

__lfe x2 Iy r . r 1 .
l—f_r\/1+ R dx = NP dx—rf_rr \/1_<x)2 dx=

- r-[arcseni]r = r-[£ +£] = Ttr
r I—r 2 2 '

Ritroviamo dunque per la lunghezza della circonferenza il valore 27r.



CALCOLO AREA
SUPERFICIE DI ROTAZIONE



Bl Larea di una superficie di rotazione

Se la curva di equazione y = f(x) viene fatta ruotare con una rotazione completa
attorno all’asse x, si ottiene una superficie di rotazione.

Dividiamo l'intervallo [a; b] in n parti e consideriamo la poligonale inscritta nella
curva, che ha per vertici i punti Py, P, ..., P, (come nella figura a lato). Nella rota-
zione completa attorno all’asse x, ogni segmento P,_ P, della poligonale descrive
un tronco di cono che ha come apotema P;_,P; e come basi due cerchi rispettiva-
mente di raggio f (x;_;) e f (x;). La somma delle aree delle superfici laterali di questi
tronchi di cono approssima l'area della superficie di rotazione.

Con procedimento analogo a quello adottato per la lunghezza di una curva si
dimostra la seguente formula: A

y P, P>
= 27'c-fabf(x)\/1 +[ ()} dx. o




Bl DEFINIZIONE
Area di una superficie di rotazione
Data la funzione y = f(x) derivabile nell'intervallo [a; b], si chiama area
della superficie che si ottiene ruotando in una rotazione completa il grafico
della funzione, limitato dalle rette di equazione x = a e x = b, il numero
espresso dal seguente integrale:

s =2x [ fx) I+ [FWF dx.




Bl ESEMPIO
Calcoliamo l'area della superficie della sfera di raggio r, ottenuta dalla rota-
zione completa della semicirconferenza di equazione y = Vr* — x* attorno

all’asse x.
Calcoliamo I'area della superficie sferica utilizzando la definizione:

S—27tf\/r _____ \/1+(\/7%xz)2dx=

2

—ZTCf_r\/r — x? 1+r—x dx =
—an_r\/_— o dx=27tf_rrrdx=

= anfrdx = Dnrlx|L.,. = Awrs




Esercizl



ESERCIZIO GUIDA

Calcoliamo 'integrale definito f12(3x2 + x)dx.

Utilizziamo la formula fondamentale:

[ fdx =[0Gk = o(b) — 0(a),

dove ¢ (x) ¢ una qualunque primitiva di f(x).
Determiniamo le primitive @ (x) di 3x* + x:

f(3x2 +x)dx = x>+ %xz + c.

Una primitiva ¢ dunque @ (x) = x° + %xz.

Pertanto si ha:

f2(3x2 + x)dx = [x3 + ixzr.

1 2 &
Sostituiamo alla variabile x dentro la parentesi
quadra prima 2 e poi 1 e calcoliamo la differenza:

lx3+%x2]]2= (8+2)—<1+%)=%.

e _17
Qu1nd1Ji(3x + x)dx = 5



ESERCIZIO GUIDA

Il metodo di sostituzione.

T
Calcoliamo l'integrale definito | 2 £05 & dx.
& V1 + senx

0

Calcoliamo I'integrale definito per sostituzione, cambiando anche gli estremi di integrazione.
Poniamo ¢t = 1 + senx.
Calcoliamo il differenziale di t: dt = D[1 + senx]dx = cosx dx.
Determiniamo il valore della variabile # in corrispondenza dei valori che la x assume negli estremi di
integrazione:

T

x=0 - t=l+sen0=1 x=- - t=1+sen%=1+1=2.

Riscriviamo opportunamente 'integrale dato e sostituiamo le espressioni ricavate in precedenza:

- 1 . 2l e ) 3
fo Vi e cosxdx—fl—\/;dt—[Z\/t_]l—Z\/_ 2.

Osservazione. In alternativa avremmo potuto calcolare per sostituzione l'integrale indefinito

COSX __ dx =21 +senx + ¢

1 +senx

e poi utilizzare tale risultato per il calcolo dell'integrale definito:

T T
2 COSX gy =21 +senx]2 = 2\/1 fsen~ — 2v/T Fsen = 2V32 —2
0 VI +senx [ I 2 '

In questo modo si evita di calcolare gli estremi di integrazione per la variabile ¢.




ESERCIZIO GUIDA
Calcoliamo l'integrale fo ’ i (%)dx, sapendo che fol f(x)dx = 4.

Poniamo—;—:t;alloraz x=21 — dx=2dtL.
Perx=0 - t=0; perx=2 - t=1.

Sostituiamo e integriamo:

2 1 1
A2 = L= 20 =2 4=,
(b)
Essenzialmente abbiamo applicato la formula: fb f(g(x)) g'(x)dx = f ‘(g | £(0) dt.
a g(a



ESERCIZIO GUIDA
Calcoliamo il valor medio della funzione y = Vx nell’intervallo [0; 9], calcoliamo inoltre il punto z in

cui la funzione assume tale valore. Interpretiamo geometricamente il risultato.

Verificato che la funzione é continua nell’interval- A
lo dato, per calcolare il valor medio f(z) della fun-
zione utilizziamo il teorema della media:

@ =31 ["fwdx.
Quindi: f(2) = 5= [ Vxdx,

XW

Eseguiamo il calcolo:

f(z) = %[%x\/a?lz =5 (18- 0) =2.

h

Poiché f(z) = Vz = 2, possiamo ricavare il valore di z, punto in cui la funzione vale 2:
z=2"=4,

Riportiamo i risultati ottenuti in un diagramma cartesiano.

L’area del rettangolo giallo e uguale a quella del trapezoide relativo all’intervallo [0; 9].



ESERCIZIO GUIDA

Calcoliamo la derivata prima delle funzioni: a) G (x) = Lxcost dt; b) G(x) = f In¢ dt.

2]
a) Per il teorema fondamentale del calcolo integrale, se F(x) = fx f(t)dt, allora F'(x) = f(x).
Quindi se G(x) = fxcost dt, allora G'(x) = cosx.

0

b) La funzione G(x) si ottiene dalla composizione di due funzioni:

C)=F(x)="FE(z) con F(z) = fzzlnTtdt e x*=z.

F (z) ¢ la funzione integrale della funzione _lnt_t e quindi, per il teorema fondamentale del calcolo in-
tegrale:

irn o InZ
E(z) = =,
Applicando la regola di derivazione delle funzioni composte, otteniamo:

2 2
ln;;c -2x=21nx .
X

Glx)=E () x =
Osservazione. In generale possiamo dire che la derivata della funzione

cw=["swd ¢ G =g(f) f@.

X0



ESERCIZIO GUIDA

Determiniamo ’area S della superficie delimitata dall’asse x e dal grafico della funzione y = x> — 9
definita sull’intervallo [0; 2].

Osserviamo che il grafico della funzione ¢ una parabola di vertice V(0; — 9) con la concavita rivolta verso
I'alto e che incontra 'asse x nei punti di ascissa £3.

Disegniamo il grafico ed evidenziamo la superficie A
considerata. oy 2 >
Calcoliamo l'integrale definito esteso da 0 a 2: >
x 8 _ 46
Jliez 9)dx’3 9] 18-0=—=2.
Poiché la funzione ¢ negativa in tutto I'intervallo, allora
per ottenere I'area S dobbiamo far precedere 'integrale
definito da un segno meno, ossia: \ y=x2-9
[l -9dx=—(-10)= 46 ‘
S fo (x*—9)dx 3 3 -




ESERCIZIO GUIDA

Determiniamo I’area S della superficie delimitata dall’asse x e dal grafico della funzione y = — x* + 4
definita sull’intervallo [—1; 3].

Il grafico della funzione € una parabola di vertice V(0; 4) che ha la concavita rivolta verso il basso e incon-
tra I'asse x nei punti di ascissa £2. Disegniamo tale grafico ed evidenziamo la superficie considerata.

Per calcolare I'area scomponiamo la superficie in due ;
superfici: ABCV, delimitata dall’arco di curva CVA, in cui y
la funzione assume valori positivi, e CDE, delimitata dall’ar- "
co di curva CD, in cui la funzione assume valori negativi. .
Calcoliamo due integrali e cambiamo segno al secondo: B(

$= (-2 +9dx— [(- 2 +9dx = -
x r D

x> 2
=[—‘3—+4x]_1‘[‘?+4x2“

(-8 o 1 )_<_E §_>__2 19 g4=32
-< g L= s P i LR P S




ESERCIZIO GUIDA
Determiniamo P’area della superficie racchiusa dalle parabole di equazioni:

y=x"tley=—x"+4x+1.

Tracciamo le due parabole. La prima ha vertice nel pun- . _
to V1(0; 1), asse di simmetria I’asse y e concavita rivol- P Y / y=x2+1
ta verso lalto. La seconda ha vertice nel punto
V,(2;5) e asse di simmetria la retta di equazione x = 2.

Le due parabole si intersecano nei punti V;(0; 1) e

V,(2; 5), percio gli estremi di integrazione sono 0 e 2. .
y=—x*+4x+1

>
>

Disegniamo le due parabole ed evidenziamo la superfi-

_ _ 0 ' X
cie da esse racchiusa. ¢

Sappiamo che 'area della superficie & data dall'integrale della differenza tra la funzione maggiore (la «piu
alta») e quella minore (la «pit bassa»), percio:

=——2 +8=—.

0 3 3

2
S = J;z[(_ x2+ 4x + 1) — (x2_|_ 1)]dx= J(')Z(_ 2x2+4x)dx= l_%x3+2le 16 8



ESERCIZIO GUIDA

Consideriamo la parabola di equazione y = x> + 1 e calcoliamo il volume del solido ottenuto facendo
ruotare attorno all’asse x di un giro completo il trapezoide esteso all’intervallo [1; 2].

Disegniamo la parabola ed evidenziamo il trape- _ _
zoide ABCD. y=x2+1% I Gy

Rappresentiamo poi il solido generato dalla rota- :
zione completa intorno all’asse x del trapezoide % |B
ABCD. Lo

_..._._D e

e e

b
Calcoliamo il volume di tale solido, applicando la formula V = 7 f fAx)dx:

2 2 5 3
V=n-f(x2+1)2dx=n-f(x4+2x2+l)dx=7t°[x L +xr=
1 1 3 3

_ (32,16 _L_;)zws
“”(5J’3Jrl E 3 5




ESERCIZIO GUIDA

Consideriamo la regione finita 9 di piano delimitata dalla curva di equazione y = 2Inx, dall’asse x e
dalla retta di equazione x = e. Calcoliamo il volume del solido che ha come base 9 e le cui sezioni otte-
nute con piani perpendicolari all’asse x sono dei quadrati.

Tracciamo il grafico di y = 2Inx ed evidenziamo la regione s y}
(figura a).

Costruiamo il solido che ha come base 9 e avente come sezioni
perpendicolari all’asse x dei quadrati (figura b).

Il volume V del solido e I'integrale definito tra 1 ed e della fun-
zione che rappresenta 'area di un quadrato di lato 2 In x, e cioé
4 In’x:

V= fe4ln2x dx. o
1




Calcoliamo per parti I'integrale f4 In’x dx:
f4 In%x dx = 4xIn%x — 4 flenTx dx =

= 4xIn’x — S[xlnx - fx : % dxl =
= 4xIn’x — 8xInx + 8x + c.
Allora il volume del solido é:
V = [4xIn®* — 8xInx + 8x]; =
=4e—8e+ 8¢ —(0— 0+ 8) = 4e — 8.

Xy




ESERCIZIO GUIDA

Calcoliamo la lunghezza del ramo di curva di equazione y = %\/ (x — 1) compreso fra i punti di
ascissa x = 2 e x = 4.

Determiniamo la derivata della funzione data:
i3 1 ;
D[2Ve-17|=D[2a-n?|=2 2a-1nT=va-1.

Calcoliamo la lunghezza della curva utilizzando la formula [ = fb\/l +[f'(x)fdx,dovea =2eb = 4.

3
x2

3

2

= f\/1+[\/—] dy— f\/lex J.\Fdx—f de—

| 2evx| =15 - 2v3.

2



ESERCIZIO GUIDA

Calcoliamo l'area della superficie ottenuta dalla rotazione completa attorno all’asse x del segmento
appartenente alla retta di equazione y = 2x avente estremi di ascissa x = 0 e x = 2.

Disegniamo la superficie.
a) Tracciamo il grafico della retta nell'intervallo considerato e il suo simmetrico rispetto all’asse x.

b) Tracciamo, in prospettiva, la circonferenza di diametro AB. Si ottiene K
cosi la rappresentazione della superficie generata dalla rotazione com- y A
pleta intorno all’asse x del segmento OA. ‘ \

Scriviamo la derivata della funzione data: y" = 2.

Calcoliamo I'area della superficie, applicando la formula :
s=2x[ flx) A +[f P dx:
S=27IJ;22x VIR dx=27tf022x /5 dx = 2xlV5 22f = 8n V5.

><"




Applicazionl
alla fisica



ESERCIZIO GUIDA

Determiniamo lo spostamento compiuto, nell’intervallo di tempo compreso fra gli istanti t{, = 2s e
t; = 55, da un punto materiale che si muove su una retta con una velocita v (), espressa in m/s, che &
funzione del tempo t ed ¢ definita dalla legge v (t) = 2¢* + 1.

Essendo v = s'(¢), lo spostamento di un punto materiale nell’intervallo di tempo dall’istante #, all’istan-

t
tet; e datoda s = f 1v(t) dt. Sostituiamo i dati:
to

2:125
3

+5_<2-8 +2)= 2653—22 _ 2;13 _

3 81.

g s _[2_1‘3 ls_
s—ftov(t)dt—£(2t+l)dt— T +t| =

Lo spostamento compiuto dal punto materiale & percio 81 m.



